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1. Hatarozzuk meg a sorozatok hatarértékét, ha vannak!
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Megoldas.
a) a, :=0,99"n! = i'yl El6adéason volt, hogy n! nagysagrendje nagyobb mint ¢™-é tetszdleges g > 1-re,
0,99

tehat a,, — oo.

b) Egyszeriisitiink 200™-nel:
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(_501)71 — 0 hiszen az alap abszolutértéke kisebb mint 1. —3582 — 0 és —2’63; — 0 hiszen a” nagysigrendje

nagyobb mint n*-é tetsz6leges a > 1, k > 0 — ra. Tehét b, — 0.

2. Hatédrozzuk meg a sorozatok hatarértékét, ha vannak!

a) V3" +n b) V3" —n

Megoldas. Rendorelvet alkalmazunk mindkét limesznél, ezért alulrdl és feliilrdl becsliink:
a)3=3n < B fn< Y3 +3n=132-3

minden elég nagy n-re hiszen 3" nagysagrendje nagyobb mint n-é. /2 — 1, tehat /37 + n — 3.
b) {/1/2-3= {/3n —1/2-3n < /3" —n < {30 =

minden elég nagy n-re hisz %3" nagysagrendje nagyobb mint n-€. m — 1, tehat /3" —n — 3.

3. Mi a kovetkez6 allitasok logikai kapcsolata, azaz melyikbol kovetkezik a masik?

(i) lim a, =5 (43) lim a? =25
n—oo n—oo
Megoldés. Az (i) = (i) kovetkeztetés igaz, a (i1) = (i) viszont hamis.

Az (i) = (ii) 4llitds bizonyitdsa: Tanultuk, hogy ha a, — A és b, — B, akkor apb, — AB. Ezt
an = by, A = B = 5-re alkalmazva kapjuk, hogy a,, — 5 esetén a,, -a,, — 5-5, tehat (i)-bSl kovetkezik (ii).
(Mésik lehet6ség, hogy a folytonossigra vonatkozé atviteli elvet alkalmazzuk az f(z) = 22 fiiggvényre az
5 pontban.)

Ellenpélda a (ii) = (i) irdnyra: Legyen a, = (—1)"-5. Ekkor a2 = 25 — 25, de a,, /4 5, hiszen végtelen
sok tag van példaul az (5—1,5+1) intervallumon kiviil. (Még egyszer(ibb ellenpélda az a,, = —5 konstans
sorozat.)

4. Vannak-e olyan (a,,) és (b,) sorozatok, amelyekre lim,, o a, = 1, lim;,, oo b, = 00 és

lim a’r =27
n—oo
Megoldas. Igen.

I. példa: Legyen a, = /2 és b, = n. Ekkor lim,_.oc ¥/2 = 1, lim,_oon = 00 és a%" = 2 minden n-re,
tehat lim,,_ o a%” = 2.



1
II. példa: Legyen a,, = 1+ —, b,, = n-In 2. Ekkor nyilvan teljesiil, hogy lim,, .o a, = 1 és lim,, ., b, = co.
n

1 n-ln2 1 ny\ In2
£ (e2) ()
n n

és (1 + %)n — e, a folytonos fliggvényekre vonatkozé atviteli elvet az e pontban hasznalva azt kapjuk,
hogy abr — €2 = 2.

Masrészt, felhasznalva, hogy

5. Bizonyitsuk be, hogy nem létezik a lim,_, sin(x) fliggvényhatarérték!

I. Bizonyitas (Atviteli elvvel): Indirekt bizonyitunk, tegyiik fel, hogy van hatarérték, azaz valamilyen
B € R vagy 3 = +oo-re lim,_,o sin(z) = 5. A végtelenben vett hatarértékre vonatkozé atviteli elv egyik
irdnya szerint, ha lim,_,o, f(z) = 3, akkor minden a,, — oo sorozatra f(a,) — (. Ezt az f(x) = sin(x)
fiiggvényre és az a,, = nm + § sorozatra alkalmazva azt kapjuk, hogy sin(nr + %) — (3, ami ellentmondas,
hiszen sin(n7 + §) = (—1)", aminek nincs hatarértéke.

II. Bizonyitds (Cauchy kritériummal): Indirekt bizonyitva megint tegyiik fel, hogy van hatarérték.
Mivel sin(z) korldtos, ezért +oo-hez nem tarthat, tehat ekkor sin(z)-nek véges hatarértéke van oo-ben.
A végtelenben vett hatarértékre vonatkozé Cauchy kritérium szerint, ha f(z)-nek van véges hatérértéke
oo-ben, akkor minden & > 0-hoz van olyan L, amelyre 2,y > L esetén |f(z)— f(y)| < &. Ezt alkalmazva az
f(x) = sinx fiiggvényre azt kapjuk, hogy ¢ = 1-hoz van olyan L, amelyre x,y > L esetén |sin(x)—sin(y)| <
1. De ez nem lehet, mert barmely L-hez valaszthatunk L-nél nagyobb x = 2nm + § és y = 2nm — §

szamokat, és ezekre |sin(x) — sin(y)| = |1 — (—1)| = 2, tehét ellentmondést kaptunk.

II1. Bizonyitas (definiciébdl): Megint tegyiik fol, hogy van hatarérték. A korldtossdg miatt ez megint
csak véges lehet, jeloljik B-vel. A végtelenben vett fiiggvényhatarérték definicidja szerint ekkor ¢ = 1-hez
van olyan L, amelyre > L esetén |sin(z) — B| < 1. Vélasszuk n-et gy, hogy L < 2nm — § < 2nmw + 5.
Ekkor tehdt egyrészt 1 > [sin(2nm + §) — B| = |1 — B, ezért B > 0, masrészt 1 > |sin(2nm — §) — B| =
| -1 — B|=|B+1|, ezért B < 0, ami ellentmondés.

6. frjuk fel a tgx fliggvény 0 koriili harmadfokd Taylor-polinomjét!

Megoldas.

1 2sin(x)
L o _ 4smx)
cos(x)?2’ g (@)

tg" (z) = [2sin(x) cos_?’(x)]' = 2008_2(x) + 2sin(z) - (=3) - cos_4(x) - (= sin(z)),
tehat tg(0) = 0, tg'(0) =1, tg”(0) =0, tg”(0) = 2, és a harmadfokd Taylor-polinom:

tg'(e) = cos3(z)’

3

041 240+ oad=z+t2
- —Tr =X —_—.
3 3

7. Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdromszog szogei «, 3 és v, akkor

3V3

sina + sin § 4 siny < 5

Bizonyitas. Tanultuk, hogy konkav fliggvények esetén forditott egyenldtlenséggel igaz a Jensen-egyenlot-
lenség, vagyis ha f konkav az I intervallumon, ty,...,¢, > 0,t1 +...+t, = 1és ay,...,a, € I, akkor
fltiar + ... +tpan) > tif(ar) + ... tnf(ay). Felirva ezt a [0, 7]-n konkdv sin(z) fiiggvényre n = 3,t; =
to =t3 = é sulyokkal az a, 3,v € [0, 7] szogekre, azt kapjuk hogy

a+ 68+ S sin o + sin 8 + sin

n .
3 - 3

Mivel a haromszog szogeinek Osszege 180°, azaz o« + 3 + v = m, ezért a bal oldalon all6 kifejezés

sin (%W) = sin(n/3) = V/3/2, tehdt ezt beirva a fenti egyenlétlenségbe és 3-mal dtszorozva épp a

bizonyitandé egyenl6tlenséget kapjuk.



