Jordan-mérték és integral kiegészits feladatsor
Tobbvaltozos analizis 2 gyakorlathoz
. a) Bizonyitsuk be, hogy R"-ben véges sok nullmértékd halmaz unioja is nullmértékd!

b) Igaz-e ugyanez, ha megengediink végtelen sok halmazt?

. A most tanult szeletelési elv segitségével bizonyitsuk be a kordbban tanult képleteket

a) kap, b) tetraéder  és c) forgastest

térfogatara!

. Cantor-halmaz egyik lehetséges definicioja a kovetkezs. Vessziik a Cy = [0, 1] intervallu-
mot. Elhagyjuk a koézépss harmadat alkoto nyilt intervallumot, vagyis az (1/3,2/3) inter-
vallumot, marad a Cy = [0,1/3] U [2/3,1] halmaz. A maradék két zart intervallumnak is
elhagyjuk a k6zépsé nyilt harmadat, marad a Co = [0,1/9]U[2/9,1/3]U[2/3,7/9]U[8/9, 1]
halmaz. Ezt folytatva kapjuk a Cs, Cy, ... halmazokat. Az igy kapott halmazok

[e.e]
C=()Cn
n=0
metszetét hivjak Cantor-halmaznak.
Mennyi a Cantor-halmaz belsé mértéke, kiils6 mértéke, mérhets-e és ha igen, mennyi a
mértéke?

. Bizonyitsuk meg, hogy minden tengelyparhuzamos nyilt téglalap is Jordan-mérheté és a
Jordan-mértéke két oldal hosszénak a szorzata.

. Nevezziink altalanositott kupnak egy olyan testet, amelyet igy kapunk, hogy vesziink a
térben egy S sikot, az S sikban egy A mérhet§ halmazt, az S siktol h > 0 tavolsigra
pedig egy P pontot, és A minden pontjat Osszekotjiik P-vel, azaz a K altalanositott kup
ezen zart szakaszok unidja.

a) Gondoljuk meg, hogy az egyenes kup, ferde kiip, tetraéder, gila mind ennek spec.
esetei!

b) Fejezziik ki K térfogatat A teriiletének és h-nak a segitségével!

. a) Irjuk fel az origo kozépponti, 1 sugart B; zart korlapot norméltartomanykeént, azaz
adjunk meg egy [a, b] intervallumot, és azon f és g fiiggvényeket, amelyekre

By ={(z,y) s x € [a,b], f(z) <y < g(2)}.

b) Irjuk fel a fentiek alapjan a B; korlap teriiletét megado integralt!

¢) Szamitsuk is ki az integralt!

d) Szamitsuk ki a p = (p1, p2) kdzéppontu, r sugari B,(p) zart korlap teriiletét is!

. a) Bizonyitsuk be, hogy ha X, Y és Z korlatos nemiires részei a szamegyenesnek és
barmely x € X, y € Y esetén x +y € Z, akkor sup Z > sup X +sup?Y.

b) Bizonyitsuk be, hogy ha A és B egymésba nem nyl6 korlatos halmazok a sikon, akkor
ty(AU B) > t,(A) + tp(B).

(Ha valakinek esetleg nem megy az (a) rész bizonyitasa, attol még természetesen a (b)
részt megprobalhatja az (a) rész allitasanak felhasznéalaséaval.)



